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STRESZCZENIE

Zastosowanie ciqggtych pomiaréw satelitarnych toru kolejowego z antenami zainstalo-
wanymi na poruszajqcym sie pojezdzie szynowym, powoduje potrzebe opracowania nowej
metody projektowania uktadéw geometrycznych toru. Poniewaz ksztattowanie kierunkow
prostych trasy na podstawie takich pomiardw nie sprawia zadnych trudnosci, w pracy sku-
piono sie na kwestii projektowania odcinkéw potozonych w tuku. ZatoZzono, Ze projektowa-
nie uktadu geometrycznego bedzie sie odbywac w odpowiednim roboczym uktadzie wspdt-
rzednych, by nastepnie — na drodze odpowiedniej transformacji — przenies¢ uzyskane
rozwigzanie do uktadu globalnego. Przedstawiono caty tok postepowania wraz z wypro-
wadzaniem odpowiednich zaleznosci teoretycznych. Catos¢ zilustrowano przyktadami ob-
liczeniowymi, w ktdrych wykorzystano dane uzyskane z istniejqcej linii kolejowej.

1. WPROWADZENIE

W potowie 2008 roku nastapito w naszym kraju uruchomienie Aktywnej Sieci Geo-
dezyjnej ASG-EUPOS, bedacej narodowsa siecig permanentnych stacji GNSS [2]. Oferuje
ona serwisy dla geodezji i nawigacji oraz pozwala na wyznaczenie potozenia w dowol-
nym miejscu w kraju z doktadnosciami na poziomie 2+3 cm. Oznaczato to mozliwos¢
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efektywnego wykorzystania systemu GPS w pomiarach inwentaryzacyjnych linii kole-
jowych. W zwiazku z zaistnialg sytuacja, zespot badawczy Politechniki Gdanskiej, Aka-
demii Marynarki Wojennej w Gdyni, Zaktadu Linii Kolejowych PKP PLK S.A. w Gdyni
oraz firmy Leica Geosystems przeprowadzit na poczatku 2009 roku eksperyment po-
miarowy polegajacy na objezdzie kilkudziesieciokilometrowego odcinka linii kolejowej
ciagnikiem szynowym WM-15 z przyczepg (wagonem-platformg) PWM-15, na ktorej
zostaly zainstalowane cztery anteny do pomiaréw satelitarnych GPS, rejestrujace wspot-
rzedne z czestoscig 20 Hz oraz dokfadnosciami wyznaczenia wspodtrzednych pfaskich
na poziomie 1+3 cm [6]. W 2010 roku dwie podobne kampanie pomiarowe (w innych
lokalizacjach) zostaty zrealizowane ponownie, przy czym ich metodyka zostata odpo-
wiednio zmodyfikowana.

Wyznaczone wspédtrzedne punktéw WGS-84 transformowano do panistwowego
uktadu odniesien przestrzennych ,2000” [8]. Uzyskane wyniki pomiaréw upowazniaja
do postawienia tezy, ze zastosowana technika pomiarowa, juz na obecnym etapie jej
rozwoju, otwiera zupetnie nowe perspektywy. Jej wykorzystanie umozliwia bardzo
precyzyjne okreslenie podstawowych danych do projektowania modernizacji linii ko-
lejowej (kierunkdw gtéwnych trasy i jej kata zwrotu), a takze — ze stosunkowo niewiel-
kim btedem - wspoétrzednych istniejacej osi toru.

Odtworzenie kierunkéw prostych trasy (i okreslenie wystepujacych na nich defor-
macji poziomych) na podstawie pomiaréw satelitarnych nie sprawia wtasciwie zadnych
trudnosci. Bardziej ztozona jest kwestia oceny odcinkéw potozonych w tuku. Omawiana
technika pozwala na odtworzenie rejonu zmiany kierunku trasy (tuki kotowe i krzywe
przejsciowe) w dostosowaniu do wymagan projektu modernizacji [4]. Powstata sytuacja
wymaga jednak podjecia dziatar nad stworzeniem procedury projektowania dostoso-
wanej do nowej techniki pomiarowe;j [3].

2. OGOLNA OCENA SYTUACJI GEOMETRYCZNE)J

W wyniku pomiaréw satelitarnych otrzymujemy zbiér wspotrzednych Y, X punk-
tow potozonych w osi toru, okreslonych w panstwowym uktadzie odniesien prze-
strzennych ,2000". Przedstawienie ich w formie graficznej pozwala na 0ogélng ocene
sytuacji geometrycznej. Na rysunku 1 pokazano wybrany fragment uktadu geome-
trycznego obejmujacy dwa odcinki proste i zawarty pomiedzy nimi fuk wyokraglajacy
(wyraznie zdeformowany).

W tym miejscu nalezy zauwazy¢, ze o ile pomiary satelitarne na odcinkach prostych
toru sa przeprowadzane bardzo precyzyjnie, to na odcinkach potozonych w tukach
pojawia sie dodatkowy btad pomiarowy wynikajacy z poprzecznego odchylenia anten
na platformie od osi toru na skutek wystepowania przechytki. Odchylenie to (oznaczo-
ne jako 6) zalezy od wartosci przechytki h oraz wysokosci h_ zainstalowania anten nad
ptaszczyzna toru i jest okreslone wzorem
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Rys. 1. Przyktadowy fragment trasy kolejowej w uktadzie paristwowym ,2000"
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gdzie: s-rozstaw osi tokdw szynowych.

Pierwszy czton we wzorze (2.1) jest praktycznie nieistotny, natomiast btagd 6 mozna by
znacznie zmniejszy¢ obnizajac wysokos¢ zainstalowania anten. Jednak w kazdym przy-
padku precyzyjne okreslanie potozenia osi toru w tuku wymagatoby jednoczesnego
pomiaru przechyiki. Z praktycznego punktu widzenia nie wydaje sie to jednak konieczne.
Odcinki proste pozwalaja bowiem na bardzo doktadne okreslenie podstawowej danej
do projektowania - kata zwrotu trasy. Pomierzone wspétrzedne osi toru na tuku, mimo
Ze sg obarczone pewnym btedem, w zupetnosci wystarcza do oszacowania wystepuja-
cych wartosci parametréw uktadu krzywoliniowego.

Wzér (2.1) moze sie natomiast okaza¢ przydatny podczas weryfikacji uzyskanego
rozwigzania projektowego - przy poréwnywaniu nowo zaprojektowanych rzednych
z rzednymi uktadu istniejacego. Rzedne istniejace bedzie mozna woéwczas korygowac
wykorzystujac wartos¢ zaprojektowanej przechyiki.

Pomierzone wspoitrzedne prostej 1 z lewej strony rozpatrywanego uktadu geome-
trycznego (rys. 1) i prostej 2 z prawej strony tegoz uktadu, mozemy wykorzysta¢ do
wyznaczenia — metoda najmniejszych kwadratéw - réwnan obu prostych w uktadzie
Y, Xw postaci X=A + BY.Z punktu widzenia poszukiwan rzeczywistego kierunku trasy
kluczowa, wartos¢ stanowi tutaj wspotczynnik nachylenia prostej B=tan ¢.Wyznacze-
nie katéw nachylenia ¢, i ¢, obu prostych wzgledem osi Y pozwala na okreslenie kata
zwrotu trasy o= @, — @,.

Znajomos¢ rownan obydwu prostych umozliwia wyznaczenie wspétrzednych punktu
przeciecia kierunkéw gtéwnych trasy. Znajomos¢ wspotrzednych punktu W(Y,, X,),
gdy azymuty kierunkéw gtéwnych i kat zwrotu stycznych mozna precyzyjnie okresli¢,
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umozliwia tatwe przeniesienie zaprojektowanego uktadu geometrycznego w teren.
Wspotrzedne Y, i X, stanowia rozwigzanie uktadu rownan

X =A+BY,
X =A,+B)Y,
skad otrzymujemy
y, =24 X, =A+2" g (2.2)
B1 - Bz B1 - Bz

3. PRZYJECIE LOKALNEGO UKLADU WSPOLRZEDNYCH

Aby mozna byto wykorzystywaé¢ uzyskane dane pomiarowe do zaprojektowania
rejonu zmiany kierunku trasy, nalezy interesujacy nas jej fragment wyodrebnic z catosci
ukfadu geometrycznego oraz dokonac odpowiedniej transformacji (przesuniecia i ob-
rotu) uktadu wspétrzednych. Najkorzystniej bedzie, jesli nowy uktad wspotrzednych
pozwoli na symetryczne ustawienie uktadu geometrycznego z naniesionymi kierun-
kami gtéwnymi trasy i bedzie obejmowat catos¢ rejonu zmiany kierunku trasy, tj. tuk
kotowy z krzywymi przejsciowymi (oraz odcinkami przylegajacych prostych).

Na rysunku 2 przedstawiono lokalny uktad wspotrzednych x, y, w ktérym bedzie sie
odbywac projektowanie uktadu geometrycznego, by nastepnie — na drodze odpowied-
niej transformacji — przenies¢ go do uktadu globalnego. Wprowadzono tam réwniez
pomocniczy ukfad wspotrzednych x,, y, , wykorzystywany do wyznaczania punktow
krzywej przejsciowej.

Ya - T

\ \R R/
0 f r \ \ T
1 i f e Z Lex . | = Lin )

Rys. 2. Przyjety lokalny uktad wspotrzednych

Oprocz wyznaczenia rzednych y(x) kluczowa sprawa bedzie okreslenie dtugosci ca-
tego uktadu, wynikajacego z wartosci rzutéw krzywych przejsciowych |, i czesci tuko-
wych |, na o$ odcigtych. Umozliwi to pdzniejsze przeniesienie rozwiagzania do uktadu
globalnego przy wykorzystaniu wzoréw [7]:
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Y=Y +xcos 8 -ysin 3 (3.1
X=X, +xsinf +ycos 3 (3.2)

gdzie: Y, X, — wspotrzedne punktu O w uktadzie wspétrzednych 2000
B - kat obrotu uktadu odniesienia.

Znajomos¢ wartosci /., i |, pozwala wyznaczy¢ wspotrzedne poczatku uktadu lo-
kalnego w panstwowym uktadzie odniesienia ,2000". Odlegtos¢ punktu O(Y,, X) od
wierzchotka Wy, X,), ktérego wspdtrzedne wyznacza sie wykorzystujgc wzor (2.2),
jest nastepujaca:

Uwzgledniajac wystepujacy wspétczynnik nachylenia prostej B, oraz wykorzystu-
jac zwigzki

—_\2
(X =Xo) =B, (Y, =¥o) i (%, =Yo ) +(X, =X, ) =(OW)
otrzymujemy

YO=YWiM, XO:XWiM- (3.3)

J1+8B? cos% J1+B; cos%

Przyjecie odpowiedniego znaku w powyzszych wzorach wymaga rozpatrzenia da-
nej sytuacji geometrycznej. Sposéb wyznaczania kata obrotu S zostanie wyjasniony
w punkcie 4 artykutu.

4. OKRESLENIE PODSTAWOWYCH DANYCH
DO PROJEKTOWANIA

Okreslenie rzednych osi toru w lokalnym ukfadzie wspétrzednych x, y bedzie sie
odbywac dla nastepujacych danych wyjsciowych:
¢ kata zwrotu stycznych q,

e promienia tuku kotowego R,
¢ przechytki na tuku hO,
o dtugoscil, przyjetego rodzaju krzywej przejsciowe;.

W uktadzie globalnym mozemy stosunkowo fatwo wyznaczy¢ kat zwrotu a, bowiem
odtworzenie kierunkéw prostych trasy na podstawie pomiaréw satelitarnych nie sprawia
zadnych trudnosci. Bardziej ztozona jest kwestia oceny odcinkéw potozonych w tuku
w celu oszacowania wystepujacego promienia tuku kotowego R, a takze dtugosci tegoz
tuku oraz dtugosci krzywych przejsciowych.
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Jak juz wczesdniej wyjasniono, nowe potozenie osi toru powinno odpowiadac lokal-
nemu uktadowi wspétrzednych x, y pokazanemu na rysunku 2, co pozwoli na syme-
tryczne ustawienie danego uktadu geometrycznego z naniesionymi kierunkami gtéw-
nymi trasy [5]. Przykfad efektow takiej operacji, przeprowadzonej dla fragmentu uktadu
geometrycznego z rysunku 1, przedstawiono na rysunku 3.
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Rys. 3. Przyktadowy fragment trasy kolejowej w lokalnym uktadzie wspoétrzednych (w skali skazonej);
1) istniejacy przebieg trasy y(x), 2) wyznaczony kierunek gtéwny trasy y, (x),
3) wyznaczony kierunek gtéwny trasy y,(x)

Wzory na nowe wspétrzedne trasy w przesunigtym do punktu O(Y, X)) i obréco-
nym o kat Blokalnym ukfadzie wspétrzednych x, y opisuja zaleznosci [71:

x=(Y-Y)cos B +X-X)sinf 4.1)

y=-(Y=Y)sin B +(X-X)cos . (4.2)

Nowy poczatek uktadu wspétrzednych przyjmujemy na prostej 1. Wybieramy od-
cieta Y, punktu trasy przed tukiem, znajdujacego sie w poblizu prostej aproksymuja-
cej; rownanie prostej umozliwia nam wyznaczenie rzednej X . Wartosci Y i X, na prostej
1 wyznaczaja poczatek przesunietego uktadu wspétrzednych.

Sposob okreslenia kata obrotu B wyjasniaja rysunki 4 i 5 [5]. Zalezy on od kierunku
zwrotu trasy. Ogélny wzér na kat obrotu jest nastepujacy:

a 1
B:(P1+E:E(§D1+§Dz)'
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Rys. 4. Schemat ideowy wyznaczenia kata obrotu S w przypadku zwrotu trasy w prawo
(gdy kat zwrotu = @, - @, > 0)

Rys. 5. Schemat ideowy wyznaczenia kata obrotu Sw przypadku zwrotu trasy w lewo
(gdy kat zwrotu a= @, - @, < 0)

W przypadku zwrotu trasy w prawo (rys. 4), gdy kat zwrotu a= ¢, - ¢, > 0, po doko-
naniu obrotu uktadu otrzymujemy dodatnie wartosci rzednej y. W przypadku zwrotu
trasy w lewo (rys. 5), gdy kat zwrotu = ¢, — @, < 0, wartosci rzednej y sq ujemne; mo-
zemy jednak — dla celéw praktycznych — dokona¢ ich lustrzanego odbicia wzgledem
osi X.
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W nowym ukfadzie wspétrzednych proste aproksymujace s opisane nastepujacymi
zalezno$ciami:

A—-X,+B, Y.
y, :1_0—"‘10+tan(¢1_ﬁ).x:tan((p1—B)-X, (4.4)
B,sinf-cosf
A —-X,+B, Y,
(x)=22"20"% 0 | ian(o, — B)- x. 4.5
Y2 B,sinB-cosp 0.~ P o

Dzieki pokazanemu na rysunku 3 przeniesieniu interesujacego nas fragmentu trasy
do lokalnego uktadu wspétrzednych x, y mozemy oszacowac wartos¢ promienia tuku
kotowego, a takze orientacyjne dtugosci rzutéw na o$ x tuku kotowego i krzywych
przejsciowych. W celu wyznaczenia wartosci promienia R wykorzystamy wartos¢
strzatki f_, okreslonej w punkcie $srodkowym tuku, wzgledem cieciwy /o zmieniajacej
sie dtugosci; wartosci promienia R wyznacza sie ze $cistej zaleznosci

K
=<+,
8f 2

5.PROCEDURA PROJEKTOWANIA REJONU ZMIANY KIERUNKU
TRASY

5.1. Roboczy uktad wspétrzednych

Dla kazdej sytuacji geometrycznej mozemy utworzy¢ wiele lokalnych uktadéw wspét-
rzednych, z ktérych kazdy jest okreslony w ukfadzie globalnym przez przyjete wspot-
rzedne jego punktu poczatkowego. Tymczasem potozenia punktu poczatkowego dla
nowoprojektowanego ukfadu geometrycznego w tej fazie nie jestesmy jeszcze w stanie
okresli¢. Wiemy tylko, ze punkt ten powinien wyznacza¢ poczatek krzywej przejsciowej
i leze¢ na prostej pokrywajacej sie z kierunkiem gtéwnym trasy.

Dlatego tez musimy przyjac roboczy ukfad wspotrzednych x, y, nie powigzany z ukfa-
dem globalnym, ktérego poczatek w punkcie O (0, 0) bedzie stanowi¢ poczatek krzywej
przejsciowej, odchylajacej przebieg trasy od kierunku gtéwnego, a na koncu taczacej
sie z tukiem kotowym. Ze wzgledu na symetrie wystarczy rozpatrywaé potowe catego
uktadu, tj. rejon od poczatku krzywej przejsciowej do srodka tuku kotowego (rys. 6).

Po wyznaczeniu dtugoscil,, i |, musimy tak przesung¢ poczatek roboczego uktadu
wspotrzednych wzdtuz osi x, , aby uzyskac rzedna wierzchotka W odpowiadajaca ukta-
dowi lokalnemu (rys. 2).

H=TW=(l,, +IAK)tan% (5.1)
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Rys. 6. Roboczy ukfad wspétrzednych

Procedura projektowania doprowadzi do okreslenia wspotrzednych punktu poczat-
kowego w ukfadzie globalnym za pomoca wzoréw (3.3) i w konsekwencji umozliwi
transformacje — z wykorzystaniem wzoréw (4.1) i (4.2) - rejonu zmiany kierunku trasy
do uktadu lokalnego obejmujgcego wytacznie tuk kotowy i krzywe przejsciowe (bez
odcinkéw prostych).

5.2. Okreslenie rzednych krzywej przejsciowej w uktadzie
wspotrzednych (x,y,)

Znajac podstawowe dane projektowe przystepujemy najpierw do wstawienia w ukfad
geometryczny krzywej przejsciowej o dtugosci /,. Naszym celem jest zapisanie rbwnania
krzywej przejsciowej w uktadzie wspétrzednych x, y. Obowigzujacy wzér na krzywizne
w uktadzie wspdtrzednych prostokatnych

k(x) :¢ (5.2)

[rely0or

wskazuje na istotne znaczenie nachylenia stycznej, ktére w danym przypadku jest
znaczne; zaczyna sie od wartosci y’(0) —tanZ i nastepnie na dtugosci krzywej nieco
maleje. 2

Dlatego tez bedzie korzystne zastosowanie tradycyjnej procedury, czyli zatozenie
pomocniczego uktadu wspotrzednych x,, y,, w ktérym o$ odcietych jest styczna do
krzywej przejsciowej i pokrywa sie z kierunkiem gtéwnym trasy (rys. 6). Ze wzgledéw
praktycznych bedzie korzystne zapisywanie réwnania krzywizny w postaci

k(h=—gl(l) (5.3)
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gdzie: | - potozenie punktu krzywej przejsciowej na jej dtugosci,
g(/) — funkcja zmiennej /, zalezna od rodzaju krzywej przejsciowej, przy czym
g(0)=0,9()=1.
Przykfadowe rownania funkgji g(/) sa nastepujace:

¢ dla paraboli trzeciego stopnia g(l)=l—, (5.4)
I? ' ?
¢ dla krzywej Blossa g(l)=3/—2—21—3, (5.5)
k k
¢ dla cosinusoidy g(l)=;[1—cosnl’} (5.6)
k
. . A /
¢ dla sinusoidy g(l)=———sin2n —. (5.7)
P K

Mozemy woéwczas fatwo okresli¢ rzedne rampy przechytkowej (jesli taka wystepuje)

h(l)=h, -g(l), (5.8)

oraz przyspieszenie niezrbwnowazone all)=a,, -g() (5.9
gdzie: h,— wartos¢ przechytki na tuku,
a,_— niezrbwnowazone przyspieszenie na tuku kotowym,
Vi h,

a =
" (3,6°R s J

v, - maksymalna predkos¢ pociggéw pasazerskich,

g — przyspieszenie ziemskie.

Tak, jak sie to powszechnie praktykuje, przyjmujemy, ze zamodelowana krzywizna
k(/) odnosi sie do swego rzutu na o$ x, , czyli ze I =x,, g(l) = g(x,) . W wyniku takich za-
tozen otrzymujemy wyjsciowe réwnanie krzywizny

ko(xk):%g(xk). (5.10)

Wyznaczenie w sposob scisty funkdji y, (x,) na podstawie k (x,) wymagatoby rozwia-
zania rébwnania rozniczkowego (5.2), co jednak na drodze analitycznej jest niemozliwe.
Dlatego tez - zn6éw tradycyjnie - traktujemy k (x,) jako krzywizne wyjsciowa, bedaca
przyblizeniem krzywizny docelowej k(x,). Przejécie od k (x,) do k(x,) odbywa sie w ten
sposéb, ze uznajemy ko(xk) jako réwnanie drugiej pochodnej szukanej funkg;ji ¥ %),
przy czym z uwagi na przyjety pomocniczy uktad wspoétrzednych x, , y, musimy wpro-
wadzi¢ znak,—"; mamy zatem

,Vk”(Xk)=—ko(Xk)- (5.11)
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Réwnanie to nastepnie dwukrotnie catkujemy, uzyskujacy, (x,) iy, (x,); uwzgledniamy
przy tym warunki: y(0)=0iy,0)=0.

Krzywizna k(x,) uzyskanej krzywej przejéciowej, ktérg wyznaczamy z réwnania (5.11),
rézni sig, oczywiscie od krzywizny wyjsciowej k (x,) . R6znica ta zalezy od wartosci nachy-
lenia stycznej y, (x,). W stosowanych w kolejnictwie krzywych przejsciowych (gdy tak jak
w rozpatrywanym przez nas przypadku przyjmujemy ukfad wspoétrzednych, w ktérym
poczatek krzywej jest styczny do osi odcigtych) warto$c y, (x,) na dtugodci jest niewielka,
dlatego tez réznica pomigdzy krzywiznami k (x,) i k(x,) jest praktycznie nieistotna. Taki
sposéb wyznaczania rzednych krzywej przejsciowej znalazt zastosowanie w fundamen-
talnej pracy H. Batucha [1].

Oprdcz samego réwnania y,(x,) istotng wielko$¢ projektowq stanowi nachylenie
stycznej na koricu krzywej przejscioweyj, tj. warto$c y, ‘(x, =), wystepujaca w réwnaniu
(5.16).

5.3. Transformacja krzywej przejsciowej do roboczego uktadu
wspotrzednych

Kolejnym etapem dziatan jest transformacja krzywej przejsciowej do przyjetego
roboczego uktadu wspoétrzednych, poprzez dokonanie obrotu jej uktadu odniesienia
o kat a/2. W zwiazku z kierunkiem obrotu, zgodnym ze wskazéwkami zegara, w stoso-
wanych wzorach transformacyjnych [7] wystepuja ujemne wartosci kata.

(04 . (04
X =X, - COS - +y, -sin 5
. a a
y:_Xk'Sln _E +yk-COS _5 .

o T
Poniewaz EE <0,5>, po uwzglednieniu zaleznosci y,(x,) otrzymujemy réwnania
parametryczne krzywej przejsciowej w roboczym uktadzie wspotrzednych:

x(x,)=x, -cos%—yk(xk)«sin%, (5.12)

y(X,) =X, -sin%+yk(xk)-cos%. (5.13)

W tym miejscu nalezatoby przypomnie¢, ze w uktadzie wspotrzednych kartezjan-
skich za pomoca réwnan parametrycznych jest opisywana klotoida, krzywa przejscio-
wa powszechnie stosowana w drogach kotowych. Wystepujacy w réwnaniach (5.12)
i (5.13) parametr x, € (0,1, ), a odcieta krzywej przejsciowej x € (0,l, ), gdzie



208 W. Koc

Lp =1, -cosg—yk(/k)-sing. (5.14)
2 2
Rzedna koricowa krzywej przejsciowej wynosi
Vie =Ylo)=1, ~sin%+yk(/k)~cos%. (5.15)
a wartos¢ stycznej na koncu

Sep = tan|:arctan i (Ik)+%]. (5.16)

5.4. Okreslenie rzednych tuku kotowego

Znajac potozenie krzywej przejsciowej, mozemy wpisa¢ w uktad geometryczny tuk
kotowy o promieniu R. Dlugo$c jego rzutu na o$ x,, tj. wartosc /,,, okreslamy na podsta-
wie warunkdéw stycznosci:
 napoczatku tuky, tj.dlax =1, V(o) =5
 najdrodkutuku, tj.dlax=1/,+1,, Y (le+1,)=0
Stosowne wzory opisujg sytuacje pokazang na rysunku 7.

yk Ly
p— o —
11 T
x
R R
“Lex 0 Lax T

Rys. 7. Schemat potozenia tuku kotowego wzgledem lokalnego uktadu wspétrzednych

W ukfadzie wspétrzednych X,y rownanie odcinka tuku kotowego bedacego czes-
cig projektowanego przez nas uktadu geometrycznego jest nastepujace:
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W punkcie stycznosci krzywej przejsciowe;j i tuku kotowego, tj. dla x =—/,,
/

Vly)=—"—= =5,
(R =1")?
skad wynika, ze
Iy =—% R, (517)
(145, )2
Znajomosc |, il,, umozliwia okredlenie potozenia poczatku uktadu wspétrzednych

x, y wzgledem punktu W, dzieki okresleniu wysokosci H za pomoca wzoru (5.1). Mozna
rowniez teraz zapisac¢ réwnanie tuku kotowego w postaci funkgji jawnej y = y(x).

. 1
Y(X)= Y, +[R2 —(lp + 1 —x)2]2 (R =P )2, x€ (g +1,).  (5.18)

Rzedna srodka tuku kotowego wynosi

1
Yo +14) =y +R—(R* =13 )2 (5.19)

5.5. Uzupeknienie rzednych dla drugiej czesci projektowanego
rejonu trasy

Ze wzgledu na symetrie, roboczy uktad wspoétrzednych (rys. 6) obejmowat potowe
catego ukfaduy, tj. rejon od poczatku krzywej przejsciowej do srodka tuku kotowego.
Po przeniesieniu rozwiagzania do ukfadu lokalnego (z wykorzystaniem wzoru (5.1)
nalezy jeszcze uzupetnic¢ rzedne dla drugiej czesci projektowanego rejonu, tj. dla
X€ (I +14,21, +21, ). Stanowi¢ one beda lustrzane odbicie przedstawionego roz-
wigzania uzyskanego dla x € (0,1, +14 ).

Jezeli dtugos¢ rzutu catego zaprojektowanego uktadu geometrycznego na o$ x
oznaczymy jako L, gdzie L =2l,, +2l,, woéwczas dla drugiej krzywej przejsciowej, tj. dla
X€ <L —IKP,L), otrzymamy réwnania parametryczne:

x=L-x(x,), y=y(x), (5.20)
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gdzie x, € (0,1, ), x(x,) jest okreslone réwnaniem (5.12), a y(x,) - rownaniem (5.13).
Dla drugiej potowy tuku kotowego obowigzuje réwnanie

1 1

Y(X)= Y, +[R2 —(x—=lp =14 )2]5 (R =1 )2 x€ (g + 1y i +20 ) - (5.21)

6. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

6.1. Ustalenie podstawowych danych do projektowania

W przyktadzie obliczeniowym wykorzystamy dane z pomiaréw satelitarnych prze-
prowadzonych w 2010 roku, zobrazowane na rysunku 1. Wyznaczone réwnanie kie-
runku gtéwnego trasy z lewej strony rozpatrywanego ukfadu geometrycznego (tj. pro-
stej 1) jest nastepujace:

X,=-25780782,28763 + 4,88229474 Y. (6.1)

Jego kat nachylenia ¢, = arctan B, = 1,36876884 rad.
Kierunek gtéwny trasy z prawej strony rozpatrywanego uktadu geometrycznego
(tj. prosta 2) jest opisany rownaniem

X,=5011989,46931 + 0,15432805 Y, (6.2)

a kat nachylenia ¢,=0,15312000 rad.

Kat zwrotu trasy wynosi zatem o = ¢, - ¢, = 1,21564884 rad. Mozna réwniez za
pomocg wzoru (4.3) okresli¢ kat obrotu ukfadu odniesienia w celu przeniesienia po-
mierzonych punktéw trasy do lokalnego ukfadu wspoétrzednych. W danym przypadku
wynosi on §=0,76094442 rad. Aby uzyskac obraz uktadu taki jak na rysunku 3, musimy
jeszcze przyja¢ odcietg poczatku uktadu lokalnego. Przyjmujac ¥, = 6512652,56600 m
otrzymujemy na podstawie réwnania (6.1), rzedna X, =6015907,07880 m punktu O po-
tozonego na prostej 1. Zastosowanie wzorow (4.1) i (4.2) prowadzi do sytuacji geome-
trycznej przedstawionej na rysunku 3. Réwnania prostych, wyznaczone za pomoca
wzordéw (4.4) i (4.5), sg nastepujace:

¥,=0,69568545 x, (6.3)
y,=1405,42561 - 0,69568545 x. (6.4)

Z rysunku 3 wynika, ze dtugos¢ rzutu catego uktadu geometrycznego na o$ x wy-
nosi okoto 2000 m, a sam ukfad stanowi w zasadzie kompozycje pieciu kolejnych tu-
koéw. W rozpatrywanym przypadku uznajemy, ze jest to sytuacja nieprawidtowa, a wy-
Znaczanie wartosci promieni poszczegélnych tukédw kotowych mija sie z celem. W zamian
sprébujemy zastosowac jeden tuk kotowy z dwiema krzywymi przejsciowymi i posta-
ramy sie jak najlepiej wpisa¢ w istniejacy uktad geometryczny.
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Rozpatrzono szereg wariantéw rozwigzan problemu projektowego; jeden sposréd
nich zostanie przedstawiony w sposéb szczegétowy. Przyjeto predkosc v,=120 km/h
i zatozono, ze krzywa przejsciowa mie¢ bedzie krzywizne liniowa. Podstawowymi da-
nymi do projektowania beda:

e kat zwrotu stycznych a=1,21564884 rad,

¢ promien tuku kotowego R = 1700 m,

* wartos$c¢ przechyiki na tuku hy =70 mm,

» krzywa przejéciowa (z prostoliniowa rampg przechytowgq) o dtugosci/, = 130 m.

Przy takich danych parametry kinematyczne przyjma nastepujace wartosci:

e przyspieszenie niezrbwnowazone na tuku kotowym a_=0,503 m/s?,
o predkosc zmiany przyspieszenia na krzywej przejsciowej = 0,172 m/s?,
¢ predkos¢ podnoszenia kota na rampie przechytkowej f = 24,00 mm/s.

6.2. Okreslenie rownan krzywej przejsciowej i rampy przechytowej
w ich wewnetrznym (pomocniczym) uktadzie wspotrzednych

Liniowa zmiana krzywizny na dtugosci krzywej przejsciowej jest opisana wzorem

k=11,
RI,
Standardowo przyjmujemy, ze zamodelowana krzywizna k(/) odnosi sie do swego
rzutu na o$ x, (rys. 6), czyli ze | = x,. W wyniku takich zatozen otrzymujemy réwnanie
krzywizny

1 .
ky(x,)= Eg(xk), gdzie g(x,) :%.

k

Znamy tez rbwnanie rampy przechytowe;j

h(x,)=h, -g(x,).

Traktujemy k (x,) jako krzywizne wyjsciowa, bedaca przyblizeniem krzywizny doce-
lowej k(xk); pozwala nam to na znalezienie szukanej funkgcji yk(xk),jako rozwiazania row-
nania rézniczkowego (5.11), ktére przyjmuje postac

” 1x,
X, )=——-—"—.
Vi (x,) R,
Réwnanie to nastepnie dwukrotnie catkujemy, uwzgledniajac warunki: y,(0) = 0i y,'(0)= 0.
Otrzymujemy w ten sposob réwnanie krzywej przejsciowej w postaci paraboli trzecie-
go stopnia.
3

yk(xk)=—6 );kl =-7,54148-107 - x;. (6.5)

Tk
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Rzedna koricowa krzywej przejsciowej wynosi

/2
(x, =1,)=——*—=-1,65686 m,
Vil =i 6-R

a nachylenie stycznej na koricu

|
(x, =1, )=——%=-0,038235.
V(X =1,) >R

6.3. Okreslenie rzednych krzywej przejsciowej w roboczym uktadzie
wspotrzednych

Przejscie do roboczego uktadu wspétrzednych odbywa sie przez dokonanie obrotu
ukfadu odniesienia krzywej przejsciowej o kat a/2 = 0,60782442 rad. Uwzgledniajac
wzory (5.12) i (5.13) otrzymujemy réwnania parametryczne krzywej przejsciowej w ukfa-
dzie wspétrzednych x, y:

3
x(xk)=xk-cosg+ ul’ sing=0,820892-xk+4,30681-10’7-xf, (6.6)
2 6-RI 2
3
y(x,) =X, -sin ——2k _cos% =0,571083- x, —6,19074-107 -x>.  (6.7)
2 6:RI 2

Wystepujacy w tych réwnaniach parametr x, € <0,1 30m>, za$ odcieta krzywej przej-
$ciowej xe (0,1, ), gdzie

2

a | a
l,=x(,)=1 -cos—+—*—sin—=107,66222 m.
KP k k 2 6 R 2

Rzedna koricowa krzywej przejsciowej wynosi

2

a | a
=y(l,)=1, -sin————cos—=72,88067 m,
Yie = YUy K > 6.R B

a wartos¢ stycznej na koricu

/ a
s.. =y'(l,)=tan| arctan(———)+ = | = 0,640415.
w =Y () [ ( Z-R) 2:|

6.4. Okreslenie rzednych tuku kotowego

Dhugos¢ rzutu tuku kotowego na 0s x, tj. wartosc /,,, okreslamy na podstawie wzo-

réw (5.16) i (5.17), wprowadzajac wyznaczone s, dla paraboli trzeciego stopnia.
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Ly = R_2 , 6.8)

- 1
1+tan’ [arctan(—lk)+a] ’
2:-R 2

co dla naszych danych liczbowych daje /,, = 913,813 m.

Na podstawie réwnania (5.18) mozemy zapisa¢ rownanie tuku kotowego w postaci
funkcji jawnej y = y(x). W rozpatrywanym zadaniu projektowym przedstawia sie ono
nastepujgco:

tan[arctan(—lk)+a]
2R R

1
y(x)=72,881+ [2890000 —-(1024 A75— x)z]2 —1431,591, xe (1 07,662, 1 024,475). (6.9)
Rzedna $rodka tuku kotowego wynosi y(/,, +/,,) = 341,289 m.

6.5. Uzupelnienie rzednych dla drugiej czesci projektowanego rejonu
trasy

Znajomosc¢ 1, i 1, umozliwia okreslenie potozenia poczatku lokalnego uktadu
wspétrzednych (?ys. 2) dzieki okresleniu wysokosci H za pomoca wzoru (5.1). W naszym
przypadku wynosi ona H= (107,662 + 916,813) x 0,695685 = 712,712 m. Mozemy teraz
zapisa¢ réwnania obydwu prostych w ukfadzie lokalnym obejmujacym wyznaczone
rozwigzanie. Prostg 1 opisuje oczywiscie rownanie (6.3), natomiast rownanie prostej 2

jest nastepujace:
y,=1425,42501 - 0,69568545 x. (6.10)

W lokalnym uktadzie wspétrzednych x, y musimy teraz uzupetnic rzedne dla drugiej
czesci projektowanego rejonu trasy. Czes¢ ta, obejmujaca x e <1 024,475, 2048,950),
bedzie stanowi¢ lustrzane odbicie przedstawionego rozwigzania uzyskanego dla
xe (0, 1024,475).

Dla drugiej krzywej przejsciowej, tj.dla x e <1 941,288, 2048,950> , otrzymamy réw-
nania parametryczne:

x(x,)=2048,950-0,820892- x, —4,30681-107 - x;, 6.11)
y(x,)=0,571083- x, —6,19074-107 - x;, (6.12)

gdzie x, € (0, 130).
Dla drugiej potowy tuku kotowego, tj. dla x € (1024,475, 1941,288), obowiazuje
réwnanie

1

y(x)=72,881+ [2890000 —(x—1024,475)’ ]5 ~1431,591. (6.13)
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Zaprojektowany uktad geometryczny pokazano na rysunku 8. W lokalnym uktadzie
wspotrzednych sprawdzamy wartosci réznic pomiedzy rzednymi istniejgcego toru i rze-
dnymi zaprojektowanymi. Jezeli jestesmy usatysfakcjonowani uzyskanym rozwigzaniem,
przenosimy je do ukfadu globalnego. Jesli zaprojektowany uktad za bardzo odbiega od
istniejacego, przeprowadzamy ponowng procedure wyznaczania rzednych, przy zmie-
nionych wartosciach podstawowych parametréw geometrycznych.

-500 500 1000 1500 2000 2500

206
oo

x[m]

Rys. 8. Istniejacy i zaprojektowany uktad geometryczny w lokalnym uktadzie wspétrzednych;
1) istniejacy przebieg trasy y(x), 2) wyznaczony kierunek gtéwny trasy y, (x),
3) wyznaczony kierunek gtowny trasy y,(x), 4) zaprojektowany przebieg trasy y,(x)

6.6. Przeniesienie projektu do uktadu globalnego

Wyznaczone wspoétrzedne punktéw trasy w lokalnym uktadzie wspétrzednych
musimy teraz przenies¢ do uktadu globalnego. Bedzie to zatem operacja odwrotna
do przeprowadzonej w punkcie 4. Do transformacji zostana wykorzystane wzory (3.1)
i (3.2). Poniewaz kat f3 jest znany, nalezy tylko okresli¢ wspétrzedne poczatku ukfadu
lokalnego w uktadzie wspétrzednych ,2000”. Wykorzystujac wzory (3.3) otrzymujemy:
Y, =6512649,05251 m oraz X, = 6015889,92493 m.

Po przeniesieniu naszego rozwigzania do panstwowego uktadu odniesien prze-
strzennych ,2000” otrzymujemy sytuacje pokazang na rysunku 9.

6.7. Przyklad rozwiazania alternatywnego

W rozwigzaniu przedstawionym na rysunkach 8 i 9 nowo zaprojektowana trasa
przebiega na catej swej dtugosci obok osi trasy istniejacej. W pewnych sytuacjach bardziej
korzystne moze sie okaza¢ zachowanie istniejgcego przebiegu trasy na jak najwiekszej
dtugosci, nawet kosztem wystapienia koniecznosci przeprowadzenia wiekszych zmian
w okre$lonym rejonie. Przy naszych danych pomiarowych odpowiada¢ temu bedzie
rozwigzanie uzyskane po zastosowaniu promienia tuku kotowego R = 1600 m oraz
przechytki natuku h, = 75 mm (przy zachowaniu tego samego rodzaju i dtugosci krzy-
wej przejsciowej).
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Rys. 9. Istniejacy i zaprojektowany uktad geometryczny w uktadzie paristwowym ,2000";
1) istniejacy przebieg trasy X(Y), 2) wyznaczony kierunek gtéwny trasy X, (Y),
3) wyznaczony kierunek gtéwny trasy X,(Y), 4) zaprojektowany przebieg trasy X,(Y)

Wartosci parametrow kinematycznych sg nastepujace:
e przyspieszenie niezrbwnowazone na tuku kotowyma_ = 0,494 m/s?,
o predkosc¢ zmiany przyspieszenia na krzywej przejsciowej ¢ = 0,158 m/s3,
o predkos¢ podnoszenia kota na rampie przechytkowej f = 24,00 mm/s.

Na rysunku 10 pokazano istniejacy i zaprojektowany uktad geometryczny w lokalnym
ukfadzie wspoétrzednych, a na rysunku 11 — w panstwowym ukfadzie odniesien prze-
strzennych ,2000" W obu wariantach obliczeri maksymalne przemieszczenia poprzeczne
toru sg rzedu 50 m.

-500 2500

x[m]

Rys. 10. Istniejacy i zaprojektowany uktad geometryczny w lokalnym uktadzie wspotrzednych (rozwigzanie
alternatywne); 1) istniejacy przebieg trasy y(x), 2) wyznaczony kierunek gtéwny trasy y, (),
3) wyznaczony kierunek gtéwny trasy y,(x), 4) zaprojektowany przebieg trasy y,(x)
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Rys. 11. Istniejacy i zaprojektowany uktad geometryczny w ukfadzie panstwowym,2000” (rozwigzanie

alternatywne); 1) istniejacy przebieg trasy X(Y), 2) wyznaczony kierunek gtéwny trasy X (Y),
3) wyznaczony kierunek gtéwny trasy X (Y), 4) zaprojektowany przebieg trasy X.(V)

7. PODSUMOWANIE

Juz w najblizszym czasie radykalng poprawe w zakresie ksztattowania geometrycz-
nego toréw kolejowych bedzie mozna uzyskac po zastosowaniu ciggtych pomiaréw
satelitarnych, zantenami zainstalowanymi na poruszajacym sie pojezdzie szynowym.
Pozwalato na odtworzenie potozenia osi toréw w bezwzglednym uktadzie odniesie-
nia, a liczba wykorzystywanych wspétrzednych zalezy jedynie od przyjetej czestosci
prébkowania sygnatu.

Jak stwierdzono w wyniku przeprowadzonych badan terenowych, zastosowana
w torach kolejowych nowa technika pomiarowa otwiera zupetnie nowe perspektywy.
Jej wykorzystanie umozliwia bardzo precyzyjne okreslenie podstawowych danych
do projektowania modernizacji linii kolejowej (kierunkéw gtéwnych trasy i jej kata
zwrotu), a takze — ze stosunkowo niewielkim btedem - wspotrzednych istniejacej
osi toru. Dalsze podniesienie uzyskiwanej doktadnosci w okreslaniu potozenia toru
na drodze pomiaréw satelitarnych wydaje sie by¢ jedynie kwestig czasu.
Zastosowanie satelitarnej techniki pomiarowej (w wariancie pomiaréw ciagtych)
powoduje koniecznos¢ opracowania nowej metody projektowania uktadéw geomet-
rycznych toru. O ile ksztattowanie kierunkéw prostych trasy na podstawie pomiaréw
satelitarnych nie stwarza specjalnych trudnosci, o tyle bardziej ztozona jest kwestia
projektowania odcinkéw potozonych w tuku. Aby mozna byto wykorzystywac uzyskane
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dane pomiarowe, nalezy interesujacy nas rejon zmiany kierunku trasy wyodrebnic
z catosci uktadu geometrycznego oraz dokonac¢ odpowiedniej transformacji (prze-
suniecia i obrotu) uktadu wspétrzednych. Najkorzystniej bedzie, jesli nowy uktad
wspotrzednych (x, y) pozwoli na symetryczne ustawienie uktadu geometrycznego
z naniesionymi kierunkami gtéwnymi trasy.

¢ Opracowujac przedstawiong w artykule koncepcje sposobu projektowania rejonu
zmiany kierunku trasy dazono do uzyskania rozwiagzania analitycznego, a wiec naj-
bardziej przyjaznego w praktycznym stosowaniu. Omawiang metode zilustrowano
przyktadem obliczeniowym, w ktérym wykorzystano dane uzyskane z istniejacej
linii kolejowej. Oczywiscie, w celu wdrozenia podanej procedury niezbedne bedzie
opracowanie w najblizszym czasie odpowiedniego wspomagania komputerowego.
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